REVISTA DE AERONAUTICA

Empuje vy

En los albores de la navegacién aérea hubo
una larga porfia entre el globo, mas ligero
que el aire, y el aeroplano, mas pesado que
el aire, entre la @erostacién y la aviacién, El
avién ha triunfado totalmente de su rival, y
las discusiones alrededor de este tema hoy no
pueden tener més que un interés histérico.
Sin embargo, desde el punto de vista tedrico,
conserva un valor considerable la compara-
cién de los dos sistemas, reputados como in-
conexos si no como antagénicos.

El globo se mantiene o se eleva gracias al
empuje hidrostatico con arreglo al prinecipio
de Arquimedes; el avién, gracias a la susien-
tacién engendrada por la resistencia del aire
contra un cuerpo que se mMueve, en su Senc,
en determinadas condiciones. Al parecer, el
empuje y la sustentacion son fuerzas hetero-
géneas, y si algin estudiante de Hidrodina-
mica las confundiere, probablemente se v:ria
reprobado; pero algo deben tener de comiin
cuando ambas proceden del mismo origen: el
aire. Globos y aviones encuentran su apoyo
en el aire, circunstancia que los empareja en-
tre si, al mismo tiempo que los separa del
cohete. Accién del aire es el empuje, y ac-
cién del aire es la sustentacion, ;Son dos ac-
ciones realmente distintas, o son mas bien
dos efectos de una misma accién? Nos pro-
ponemos presentar aqui una teoria unificada
que abona la segunda alternativa. En el fondo
no se trata de ninguna novedad; es lo mismo
que dicen todos los libros; sélo la forma que
le damos es original, pero entendemo:s que
por no habérsele dado esta forma ha podido
pasar desapercibida, para muchos, la comu-
nidad de naturaleza entre empuje y susten-
tacién, que nos proponemos poner de relieve,
¥ que en la forma corriente de exposicién
queda demasiado enmascarada.
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Consideremos primero un fliido incom-
presible (liquido) en reposo y con tempera-
tura uniforme. En este caso existe :iempre
una superficie libre, cuyo nivel a contar des-
de el fondo llamaremos /. La presion en
un punto de cota z vale:

p=gpH—2) (1

(¢ = intensidad de la gravedad; p = densidad
del fliido), y el gradiente:

— g—'z=+fp
V) _er_ 2, el
dx Dy

es un vector dirigido verticalmente hacia
arriba, que tiene el mismo valor en todos los
puntos. Si se puede despreciar la variacion
de g, su médulo serd proporcional a la den-
sidad del fltido. En vez de la coordenada =
(altura geométrica) puede introducirse el
geopotencial ¢ (altura dindmica), definido por
la ecuacién:

(fnfr =‘1\'.I{S,

y entonces la primera férmula [2] toma la
forma;

2

=—p

4

o

exacta siempre.

Consideremos ahora una supzrficie cerra-
da ideal en el interior del flaido (fig. 1). El
gradiente de presién es una fuerza aplicada
a la unidad del volumen. Por consiguiente, la
resultante de estas fuerzas que actia sobre
la porcién de fliiido limitada por la citada su-
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perficie, se obtendra multiplicando su volu-
men /7 por el valor del gradiente:

E=1V.y

Esta resultante es el empuje de Arquimedes.

Si ahora suprimimos el fliido contenido
dentro del recinto C y lo sustituimos por un
cuerpo cualquiera de las mismas dimensio-
nes, y consideramos como si las fuerzas del
gradiente estuviesen localizadas en el e:pa-
cio y actuasen sobre cualquier volumen, con
independencia de su contenido, dicho cuerpo
resultara sometido al mismo empuje, antes
calculado, No se crea que estas fuerzas del
gradiente que se suponen actuar en el inte-

.

e

———

Fig. 1.

rior de un cuerpo extraiio sean una ficcién
matematica. Cualquiera que sea el cuerpo, en
virtud de su elasticidad se e:ztablece una dis-
tribucién de presiones internas, condicionada
a los esfuerzos recibidos a través de su super-
ficie exterior, y esta distribuciéa depende evi-
dentemente de sus parametros g:ométricos;
es decir, de su forma, ccmo demostraremos
después en general; y serd equivalente a la
que resultaria si el volumen ocupado por el
cuerpo estuviese lleno del mismo fliido que
la vasija, con lo cual el gradiente de presién
estard perfectamente d:=finido en todos los
puntos. En el caso del fliido inccmpresible
que estamos considerando no hay dificultad
ninguna en extender al interior de un cuerpo
extrano el campo del gradiente; siendo éste
un campo uniforme en todo el espacio ocu-
pado por el fluido, es evidente que también

REVISTA DE AERONAUTICA

lo serd en el interior del cuerpo. Llevando
a |3] el valor [2] de v, se obtiene:

E:—— r..r,_l';—-:"'/_x{: _—
(M = masa, P = peso); es decir, el empuje
es iqual v de signo contrario al peso de una
masa de fliido de las mismas dimensiones que
el cuerpo sumergido, que es el enunciado cla-
sico del principio de Arquimedes.

Si la temperatura del liquido no es unifor-
me y suponemos que las superficies isoter-
mas sean planos horizontales, habrd un gra-
diente vertical de temperatura, y la densi-
dad p dependera de =, Supongamo:; que sea
funcién lineal:

=7 —uz

(7. = temperatura a la altura z, 7. = tem-
peratura en el fondo, @ = gradiente vertical
de temperatura): la densidad lo :erd también
con mucha aproximacién, gracias a la peque-
nez de B:
Po o

Pe™ T = Pe (1+afbsz
(p: = densidad a la altura z, B = coeficiente
de dilatacién).

La prolongacion de las superficies isotermas
en el interior del cuerpo, y con ello la distri-
bucién del gradiente de presién en dicho in-
terior, no ofrece tempoco ninguna dificultad.
El empuje se calculard por una integracién:

E=— [g

p.di=—gp, [(1-Fagz)dz [5]
% v

(d = = elemento de volumen). La integra-
cién debe extenderse a todo el espacio ocu-
pado por el cuerpo.

Consideremos en segundo lugar un fliido
compresible (gas) en reposo. En este caso
exis‘e o no superficie libre segtin que el gra-
diente vertical medio de temperatura sea me-

nor o mayor que — };’ (gradiente auto-

convectivo) (N = constante d= los gases).
Supondremos que de todos modos la distri-
bucién de temperaturas venga dada por la
misma funcién lineal:

s =T,

— Q5
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con lo cual las superficies isotermas contintian
siendo planos horizontales, y por consiguien-
te, las superficies isopigneas (de igual den-
sidad) y las isobaricas, tambiénr. Ahora la
densidad no depende solamente de la tempe-
ratura, sino también de la pre:ién, de acuerdo
con la ecuacién de los gases:

=R

Sin embargo, teniendo en cuenta que vale
también Ja ecuacién politrépica:

&
7 a i
r=2lo- ( 7;)

se puede eliminar la presién, resultando p
como funcién de = sola:

Si puede « z considerarse pequefio con re-
lacion a 7., puede escribirse aproximada-
mente:

y todo lo dicho antes se aplica a este caso.

No se olvide que el calculo de la den idad
escalar no nos interesa por si mismo, sino por
su proporcionalidad con el médulo de! vector
gradiente de presion:

El empuje total viene expresado con toda ge-
neralidad por la integral:

b':fT.dt. (6]

La sustentacién sobre un ala de enverga-
dura infinita se calcula, como es sabido, sus-
tituyendo el perfil por un circulo adecuado
y tratdandolo como problema de dos dimen:io-
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nes. La distribucion de las linea: de corriente
alrededor de este circulo, supuesta potencial,
se obtiene por superposicién de otras tres
distribuciones potenciales elementales, a sa-
ber: un dipolo, una traslacién :6lida y una
rotacién potencial, salvo en el origea de coor-
denada:, donde hay un torbellino finito (f gu-
ra 2): Las componentes cartesianas de la v.-
locidad, tomando el eje de abscises para'elo
a la traslacién y el origen en e] centro del
circulo, seran:

VR(22 — xt) | V'R

e A, £
il 2% - 4l s 52 |- at
7
o _2__[-'_/_’3_:: - V' Rx 7]
= (22 + af)2 5% at

(I” = vzlocidad en el infinito, ¥ = radio del
circulo, I = velocidad periférica de la rota-

cién). El primer término representa la tras-
lacién; el segundo, el dipolo. y e] tercero, la
rotacion,

— (17 >>
= (©

Campo talal

Fig. 2.

Haciendo uso de la ecuacién d= Berncuilli,
de la distribucién de las velccidades :e dedu-
ce la distribucién de presiones (¢ = densidad
del fldido):

L [rrk _2rviRes v

L=l B T - afp 22 A%t
ViR PPR: | VPRE o

= 2(5-_- At T (a2 NEREIE 22 et
En los puntos del contorno (1* 4+ z* = R?)
resulta:
e rve

= — 22—t — Ve — 17'ey| . :
R S e L S S
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Es de observar que esta expresién resulta
independiente de ., lo cual sigaifica que dos
puntos de la circunferencia, simétrico: con
relacién al eje vertical, sufren la misma pre-
sién; justificAndosze asi la prolongacion de las
isobaras en el interior del cuerpo por rectas
horizontales (fig. 3).

Derivando [8’| obtendremos el gradie:te
en dicho interior:

_ 72 V!
9B (s Bupn Y,

9]

Fig. 3.

Tomaremos como elemento de vclumen la
porcién de cilindro comprendida enfre dos
planos horizontales distantes dz (fig. 4), que
vale:

d::Z}’Rﬁ—s’.eXz.

Multiplicando por el gradients, e integrando
entre — R y + R, obtendremos la fuerza re-
sultante aplicada al volumen total del cilin-
dro; es decir, la sustentacién por unidad de
envergadura:

R il
.S’:j-;.d‘::dp (( ” 1—2/‘” ‘.)
—k -
W e -
JRE—22 L de=4p . [Il’ VR‘ z 4
kR
-s-l;lz VR =72 d]

[10]
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Observando que 27 R [ representa la
circulacién de la velocidad a lo largo del con-
torno, que designaremos por (; la férmula
anterior toma la forma:

S=ips € W (1)

que es la famosa ecuacién de Kuta-Schu-
kowsky.

Por representaciéon conforme el circulo se
transforma en un perfil arbitrario y el exte-
rior de aquél en el exterior de éste, de tal
manera que las lineas de corriente del fluido
alrededor de dicho perfi] son las imagenes de
las lineas de corriente alrededor del ecirculo.
Si designamos por ds la distancia entre dos
puntos infinitamente préximos en el plano
del circulo, y por ds’ la distancia entre los
puntos correspondientes en el plano del per-
fil, la razén de semejanza infinitezimal valdra:

ds’

r=2 [12)

variable de un par a otro de puntos corres-
pondientes. En particular, el intervalo que se-
para dos lineas de corriente de parametros

¢y ¢+ d ¢, que llamaremos dn, y el de las
lineas correspondientes, que llamaremos dn’,

ZA|ALAAAANARARRARANANANA NN

Fig. 4.

estan en dicha razén r. variable a lo largo de

dichas lineas. Lo: cocientes diferenciales

d . -
‘i i y ?F; representan la velocidad del flai-
[{ i

do en dos puntos correspondientes, y como la
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funcién de corrientes ¢ tiene el mismo wvalor
en ambos planos, podremos escribir:

ot dg T [13)

v dn' "dn IS

Puesto que la velocidad en el infinito ha
de ser la misma, tanto para el plano del circu-
lo como para el del perfil, se deduce:

lim » = 1 (en el infinito).

La circulacién de la velocidad entre dos
puntos A B, a lo largo de una curva arbitra-
riaria que pasa por ellos, se conserva en la
transformacién. En efecto, si designamos
por C el valor de la circulacién, y sefialamos
por medio de acentos los elementos que co-
rresponden al plano del perfil, se tendra:

B A8
o
&= fﬂ’.d.{':b/.--
»
A

A

]
.rds= [o.ds=C. [15]
A

Por otra parte, no conservandose la velo-
cidad tampoco se conserva la presién. La pre-
sién dindmica en un punto del perfil viene
expresada por la ecuacién de Bernouilli:

p—P=_p(V:—12't) (perfil propuesto).

[T NP

p — P=— (V=) (perfil circular).

(V' = velocidad en el infinito, P = presién en
el infinito).
Las diferencias de presién entre dos pun-
tos seran:
P=r= plo)/t—2'9),
(16]

p(2* —2%;

p—4 =

N N

y teniendo en cuenta [13], para puntos infi-
nitamente préximos:

(16']
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En cuanto al gradiente, se deduce de aqui:

T’ _r/)'_u"p_ 1
T da T dn

(17]

Vemos, pues, que con la transformaciéi el
gradiente varia en razén inversa del cubo de
la razén de semejanza. Para comprender
como a pesar de esp la sustentacidon se con-
serva, recordemos que tampoco la velocidad
se conserva, y, zin embargo, la circulaciéon si;
ademas, siendo el gradiente un vector, no sélo
cambia en la transformacién su valor abso-
luto, sino también su direccién, la cual es
siempre normal a la isobara, de tal manera
que al efectuar la composicion para llegar a
la resultacte, o sea a la sustentacidn, apare-
cen compensacione: parciales y eliminacién
final de la razén de semejanza; perc sobre

Fig, 5.

todo hay que tener en cuenta que la trans-
formacién que verifica la representacién del
circulo sobre el perfil supuesto, deja de ser
conforme en el inferior del mismo, y el pro-
blema debe enfocarse desde otro punto de

© wvista,

La sustentacién, resultante de lss frerzas
de gradiente aplicadas al volumen del cuerpo,
es, naturalmente, un vector, del cual pueden
calcularse por separado sus componentes ho-
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rizontal y vertical. Para la componente verti-
cal hay que evaluar la integral (fig. 5):

S = .[T: .d=
ABCD

(18]
(v- = componente vertical del gradiente), ex-
tendida al recinto encerrado por el perfil. Di-
vidiendo e] recinto en fajas infinitesimales
mediante un sistema de rectas paralelas ver-
ticales, cualquiera que sea la distribucién de
la presién en el interior del recinto, la inte-
gral simple relativa al trapecio curvilineo
MLRN, de anchura dx, valdra:

‘,r'[:‘. dii= d:t‘j‘]': .dz =(}$L —-/’lu) .,:d.‘t‘.
MLRN ML

Como tanto p, (presién en un punto de
la linea ABC) como p, (presion en un pun-
fo de ADC) zon sélo funciones de 4, bastara
una nueva cuadratura para obtener S.:

cdi=[(pr —pa)dx. [19]

Al

Analogamente, la componente horizontal S,
se calculard mediante la integral:

Ry

f‘[_r L dT.
ABCD

(20]

En resumen: la resultante de las fuerzas
del gradiente aplicadas al cilindro de altura
unidad, y que tiene por base el area ABCD,
es equivalente a la de las fuerzas de presién
aplicadas a la superficie cilindrica que lo
limita. Repetimos que el gradiente es una
fuerza de volumen, mientras que la presién
es una fuerza de superficie. La anterior trans-
formacién equivale a la sustitucién de una
integral de volumen por una de superficie; es
decir, en cierto modo, a una aplicacién del
teorema de Gauss: En efecto: hablando en
general, la proyeccién de un vector sobre un
eje fijo es un escalar, y reciprocamente, el
producto de un escalar por un vector uni-
tario de direccién constante es un vector. Sea,
pues, ¥y un vector que deriva del potencial p.
Llamemos p- al vector de médulo p y direc-
cibn z y v. a la componente (escalar) del
vector ¥ en la misma direccién, El teorema
de Gauss se expresa asi:

da.

= pz'

[div p. . d<
¥V 5
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La integral del segundo miembro es doble y
se extiende a una superficie cerrada cual-
quiera; el . significa en ella producto esca-
lar, siendo de un vector cuyo médulo es igual
al elemento de superficie, y su direccién, la
de la normal exterior en un punto de la mis-
ma. La del primer miembro es triple, y sus
dos factores son escalares; se extiende al vo-
lumen encerrado por dicha superficie, Ahora
bien:

div p,

.ds;

(21]

y si nos limitamos a dos dimensiones, y nos
referimos a la figura 5, volvemos a encon-
trar:

S dx.ds=3S:= [(p, —py)dx.
ABCDH AC

Por otra parte, se demuestra en Aerodina-
mica (véase, por ejemplo, Fuchs: «Aerodi-
namica») que la resultante de las pre:iones
ejercidas por el aire alrededor de un perfil
arbitrario es la misma que para el perfil
circular, imagen suya por transformacién con-
forme, y recordando que en la transforma-
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cién no varian ni la circulacién de la veloci-
dad ni la velocidad en el infinito, que son los
dos factores que dan la sustentaciéon en este
caso, resulta generalizada la férmula de Kuta-
Schukowsky y reducida a una consecuencia
de nuestras férmulas [18] y [20].

Con esto hemos conseguido nuestro obje-
to: calcular la sustentacién a partir de la mis-
ma ecuacién [6] que da el empuje. La ecua-
cién [21] es completamente general y puede
aplicarse en todos los casos.

Consideremos un cuerpo cualquiera sumer-
gido en un fluido (fig. 6). La presién que éste
ejerce sobre su superficie se compone de dos
partes: una componente estatica, debida al
propio peso del fliido, y una componente di-
namica, debida a su velocidad, sin que por
sus efectos, que son idénticos, puedan distin-
guirse. El campo tota]l presentard maximos y
minimos situados sobre la superficie del cuer-
po, alrededor de los cuales discurren las su-
perficies isobaricas, quedando aquélla dividi-
da en zonas de compresién y de depresion, se-
paradas entre si por lineas neutras. Estas
superficies isobaricag deben prolongarse por el
interior del cuerpo, ziendo indiferente el curso
que sigan en dicho interior, con la tnica con-
dicién de no cortarse mutuamente. De aqui
se deduce un campo de gradientes, y de aqui
la sustentacién. Para cada una de sus tres
componentes cartesianas es valida una ecua-
cién andloga a la [21].

En lugar de dicha ecuacién [21] escribire-
mos la ecuacién vectorial:

> > >
F=f[1d:4 [ Ty 4%
v Vv

(2]

o las tres ecuaciones cartesianas equivalentes:
o= [ @5+ [ 14 @7,
V V

/‘.IJ = f Tr_;- £ . + ’( L{y d T y [22r]
Vv v

/“: = j‘ Tes * d-:‘_{‘ )". Tz * d:!
Vv ¥
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separando el gradiente estatico (y.) del gra-
diente dindmico (y4)

Cuando la velocidad es despreciable, se
anula el segundo sumando, y la zecidén del
flaido se reduce al empuje:

> >
F=E,

Cuando la pre:zién estitica puede tomarse
como constante y ze cumplen las condiciones
de validez de la ecuacién de Kuta-Schu-
kowsky, dicha accién se reduce a la susten-
tacién, normal al desplazamiento de’ la- co-
rriente no perturbada:

>
=4

Las superficies isobaricas del campo esta-
tico son planos horizontales; es decir, y. =
=1y, = 0. Si reservamos el nombre de sus-
tentacién (S) para la componente vertical del
campo dindmico, y designamos por K su com-
ponente hcrizontal, tendremos en general:

Fr;ﬁ-'=fTJg .lj:.
e

7= Ry=/[ ik 7z,
vV
/’; = £ nS:j’T: « 0%
¥

En resumen: Que sea globo o nube, o que
sea avién, cualquier cuerpo sumergido en la
atmésfera sufre por parte de ésta un empuje
de intensidad y direccién expresados por la
sencilla ecuacién:

en la cual y es el gradiente de presién que
se establecera dentro de] volumen ocupado
por el cusrpo si éste fuese sustituido por una
masa de aire en equilibrio, con la presién ex-
terior en cada punto de su superficie. Es una
generalizacién del principio de Arquimedes,
que basta por si sola para dar cuenta de las
més complicadas acciones del aire sobre cuer-
pos cualesquiera en cualesquiera condiciones.
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