ALGUNAS CUESTIONES DE MECANICA DE

FLUIDOS

Por
RICARDO SAN JUAN LLOSA,

Profesor de la Academia Militar de Ingenieros Aeronduticos.

Primer premio de nuestro Concurso de articulos, en el tema “Aerotecnia y Material”.

I. SOERE LA NOCION DE MOVIMIENTO ESTACIONARIO (*).

Suele definirse el movimiento estacionario como aquel
en que la velocidad es independiente del tiempo, y luego se
establece sin demostracién que también la densidad y la
presion (o mejor su gradiente) son independientes de ¢ (1).
La nocion fisica de estado estacionario entrafia ciertamen-

—_
te la constancia en el tiempo de todas las magnitudes I/, p,
grad p, etc., y no habria inconveniente en expresarlo asi en
la definicién, presentando éstas con condiciones que pudie-
ran resultar superabundantes mediante un ulterior anali-
sis detenido de sus relaciones matemédticas; pero creemos
preferible efectuar éste y deducir la invariacién en el tiem-

_)
po de p y grad p de la constancia de /' como aplicacién de
la continuidad del flaido. Tal es el objeto de esta primera
parte.

La densidad p en un punto geométrico fijo, ocupado su-
cesivamente en el tiempo ¢ por distintas particulas fltiidas,

(*) Debo dar las gracias al Comandante del Servicio de
Meteorologia sefior Mordn y a los alumnos de Mecanica de
fliidos de la Academia de Ingenieros Aeronduticos en el cur-
so 42-43, por sus atinadas observaciones sobre esta primera
cuestion del presente articulo.

(1) Aerodindmica, E. Pistolesi, pags. 33 y 67.

Aerodynamik, tomo II, “Theorie der Luftkrrifte”, von
R. Fuchs, pags. 15 y 25.

Aerodynamic Theory, W. F, Durand, vol. I, pags, 110 v 232.

Cours de Mécanique des Fhuides, J. Pérés, pags. 22 y 47.

Mécanique des Fluides, M. H, Villat, pags, 7 v 91,
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es una funcién de ¢ que satisface, como es sabido, la ecua-
cion de continuidad
Do . =R, =%
a} +¢.DivIi I, grad p =0, [1}
- . + . . . ’ . -
siendo Div I/ la velocidad de dilatacion cibica en dicho pun-

to fijo, y ¢l tercer término el producto escalar de la veloci-
dad en él por el gradiente de la densidad en el mismo. Pero

—
si el movimiento ¢s estacionario, esto cs, I independiente

.._)
de t en cada punto, resulta Div IV independiente de ¢, es
decir, una constante del punto elegido; y si ademds se anu-

o
la en éste: V' grad p, por ser nulo uno de estos vectores o
perpendiculares entre si, queda reducida la ccuacién de con-
tinuidad a una lineal, que se integra inmediatamente. Obte-
nemos asf la funciéon
EY
— . Div ¥
pll) =poe
que expresa la densidad en dicho punto en funcién del
tiempo y de la divergencia en él, siendo po la densidad en el
mismo para el instante inicial ¢ =0,
Pero si p— + ¢, es decir, al transcurrir el tiempo in-
definidamente, resulta:

] seglin sea {

conclusiones evidentemente incompatibles con la nocién fi-
sica de fliido y que no habria inconveniente en incluir como

ﬁ
p— 0 Div >0

—_
p—>cc Div V<2 0,
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postulados negativos si se tratase de adoptar una definicion

—_—
abstracta del mismo. Es, pues, Div " =0 ¢n dicho punto,
y resulta p = p, para todo f. La perpendicularidad de los
Y

vectores V' y giad p en cada punto expresa que el movi-
m’ento sigue en éste los estratos o superficies equipotencia-
les de densidad constante; y como en esta condic.on pue-

—
den también incluirse las /¥ =0 y grad p =0, que ccrres-
ponden a los puntos de rimanso y homogeneidad respecti-
vamente podemcs enunciar asi nuestro resultado:

En el movimiento estacionario de un flitido continuo, esto
es, con wveloc'dad independiente del tiempo en cada punto y
conservacién de la masa, es tamb 'én independiente del tiem-
po la densidad en los puntos donde el movimicnto sique los
estratos de densidad constante; en part'cular, en los puntos
de remanso, y en todos si el flitido es homogéneo.

El razonamiento antcrior excluye ciertamente la exis-
tencia de fuentes o sumideros 2n que

—
Div ¥ 40,

y cabe, sin embargo, pcr ejemplo, un régimen estacionario
con una fuente y un sumidero de igual ‘ntens dad. Pero né-
tese que en tales puntos hay una auténtica introduccion o
pérdida de masa para el fliido considerado, a exp nsas, na-
turalmente, de materia exterior, y deben. por tanto, ser ex-
cluidos del campo que const’tuye el flaido cont'nuo como
puntos singulares en que falla la continuidad o conserva-
cién de la masa. Tampoco hay, ev'dentemente, constanc’a
de la densidad si el fltido pierde peso por evaporacion, y
aqui puede llegarse inc'uso al caso p— 0 desechadc antes.
Pero todos estos fenomenos quedan excluidos con la con-
diciéon d» conservacion de la masa que va indicada en el
enunciado bajo la denominacion usual de continu dad del
fla.do.

La integracion de la ecuacion de continuidad en la forma

e

20 4 Div =0 2]
a’—t+ iv V=

P
nos daria una funcion
p@)=p[x@® 5@ =), 1),

formada con los valores de la densidad en los distintos pun-
tos de una trayectoria o filete fliido

v =2 () y=30 =31,

ocupados, sucssivamente, per una m'sma particula en su re-

—>
corrido; pero entonces la Div I/ ya no es constante, sino
otra funcion de

LR ;
Div V= = ¥ [x (), ¥ (2), = {r)] +

0
Rl

W [.\' (&), » (4), = [f)].

=

.i— % v [.L' (f}. b U}, = (!)] +
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que no conticne ¢ explicitamente, pero si por intermedio de
los puntos o posic.ones

@, 3@, =@

de aquélla.

No es, pues, lineal [2], y ya no resulta inmediata de
integrac 6n ni aplicables las conclusiones precedentcs,

De la ecuacion fundamental en la H.drcedinamica para
movimientos estacionarios, o sea con

7,
o
en cada punto:
?. Div "= ? ----- grad p,

resulta que también es d grad p en cada punto indepen-
diente de ¢ si lo son las fuerzas unitarias F de masa, y re-
sulta:

En el movimiento estacionario de un fliido conlinuo
con fuerzas de masa independicntes del tiempo, es también
independicnte del tiempo el gradiente de la presién en cada
punto donde el movimiento s gue un estrato de densidad
constante, en particular en todos los puntos de un fliido
homogéneo vy en los de remanso.

2, UNA DEMOSTRACION GEOMETRICA DEL TEOREMA DE

BERNOULLI.

Recordemos la ecuacién de los movimientos estac’ona-
rics con fuerzas conservativas o derivadas de un potencial U
y densidad d.pendiente solamente de la piesion:

> -
rot V A V= grad #,

H:U—f?+

El teorema de Bernoulli se puede deducir inmediatamen-
te de la relac 6n geométrica conten da cn esta ecuacién en-

siendo

b =
-

—> —
tre la velocidad V' y su rotor, rot I, con el gradiente de H.
Sea, en efecto, ¢ en un filete fliido o traycctoria.

En virtud del teorema de Lagrange, si es

—
rot V=20

en uno de sus puntos, lo mismo acontece ¢n todos los de-
mas; y si es
—
rot V0,

se conserva distinto de cero sobre c. En el primer caso,
siendo

grad /=0
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sobre ¢, esta contenida ¢ en una sup:rficie equipotencial

H = C*"i
v también si es
=P
rot V40,

pucs entonces, grad H como producto vectorial no nulo
—
de rot V por V/, es perpendicular en cada punto de ¢ a la
—
tangente 7, es, pues, ¢ una trayectoria crtogonal del cam-

—>
po rot V, y como tal estd contenida en una supe:ficie cqui-
potencial

H=C",

LEsto conduce al siguiente enunciado geométrico del teore-
ma de Bernoulli, qu: pcne muy grificamente de manifiesto
¢l dist nto alcance de éste para movimientos rotacionales o
irrotacionales:

Los filetes flitidos en el movimiento estacionar’o con
fuersas de masa derivadas de un potencial U y densidad p,
funcién solamente de la presion p, estin conten'dos en las
superficies equipotenciales H = Ct& siendo

H=v f_+

En el mow'miento irrotacional resulta H constante so-
bre todo el flitido, es decir, iguales los walores de H sobre
cada filete o trayector.a.

3. UNA INTERPRETACION DEL POTENCIAL DE VELOCI-
DADES.

L

dad continua V, si el potencial ¢ de wvelocidades tiene una

En el movimiento de un fli'do perfecto con weloci-

. s D " .
derivada continua _ ° respecto del t'empo, existe un poten-

o/
cial de aceleraciones A que es igial a esta derivada mds el
semicuadrado de la welocidad, o sea de la derivada sobre la

—
normal, n, a las superficies equipotenciales; es decir,

. fa]' 1 (dw\®
af}'z ‘”'a:'*z(:)‘
dn

Iin efecto, por la continuidad de las derivadas, es

=y
oV
di

55

) fal
= 57 grad np—ﬂldd 24

y de la identidad

/ I {
AV oV
T pr T

empleada en la Hidrodinimica para introducir el torbellino
en las ecuaciones fundamentales, resulta

(3)
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II. St las fuerzas de masa son conservativas en cada
instante, la condicion necesaria y suficiente para que cxista
un polencial de acelerac’'ones es que la densidad sea fun-
cion uniforme de la presion (1), y entonces este potencial A

=3

se deduce del potencal U, de fuersa unitaria F, restando el
potencial q ='/'$- del gradiente de presion dividido por
la densidad ; es decir,

J:Uif

Que la condicion es suficiente se demuestra, como es
sabido, en Mecanica de fli dcs, definiendo la funcién

.‘rf
q =J ;"t
4

que tiene como gradiente justamente

dp

4

1
grad g =— gl’i\d 2
4

y la ecuaciéon fundamental de la Hidrodinamica

—
C_i_V — [-"_‘)_. 1 gr';d A 5]
di P £
) —
siendo F — grad U, toma la fcrma
v ;
{”'- = grad (U — ¢). (6]

Pero tratindose de dar una interpretacion del potencial
de velocidades hemos de referir a éste todas las cond'cio-
nes, y para esto vamos a demostrar ¢l reciproco quc aplica-
remos como continuacion el teorema I.

En efecto, si existe un potencial A4 de aceleraciones, es
decir, si es en cada punto v en cada instante

—3
av_
di s

—
como por hipdtesis es también F=grad U, la ecuacion

fundamontal toma esta forma:

1
— . grad p,

P

grad (A — U) = —

o bien, multiplicando escalarmente por el vector [du, dy, dz],
esta otra:

d{U —f).':. id});
P

de donde resulta que coinciden las dos familias de superfi-
cie equ potenciales de ambos campos, representados por las
ecuaciones

dp =0 d (U — 4) = 0.

(1) FEsto demuestra que la hipétesis de caracter fisico: p
funcién de p solamente, admitida en la Mecanica de flaidos,
es la condicién minima para que pueda desarvollarsz la teoria
matematica deducida del potencial de aceleraciones,
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A cada valor de p, p = p., que define una superficie iso-
barica o de la primera familia, corresponde asi ¢l valor
A— U =k, que representa la superficie de la segunda coin-
cidente con ella, y viceversa; es, pues, U — 4 funcién uni-
forme de p, y reciprocamente; luego también es funcion
uniforme de p la densidad

ap

A(U—4)

:) =
como queriamos demostrar.
III.  En el movimiento de un flitido perfecto con fuer-
=

zas de masa conservativas y velocidad continua V, si hay
potencial de velocidades con derivadas continuas, éste pue-
de inierpretarse como impulso del escalar obtenido, restan-

—
do del potencial U de fuerza de masa unitaria T el poten-
cial q del gradiente de presién dividido por la densidad v el
semicuadrado de la velocidad; es decir,

f 1
?=f (U—Q—h— 1/2)(1:,
A 2

suponiendo que el movimiento parte del reposo.

Esto resulta del teorema de Bernoulli:

]
of

-G

1
=U—g—— V4O,

el cual, en Mecanica de fliidos, se demuestra suponiendo
la densidad funcién solamente de la presién y las fuerzas
de masa conservativas, hipotesis que resultan de la existen-
cia del potencial de velocidades con derivadas continuas
combinando Iy II, pero que puede deducirse d'rectamente

—
de dicha existencia del potencial ¢ de ¥ sin mas que iden-
tificar [3] v [6], pues resulta

1

—

2 )=grad(U—q):

grad ( g—:ﬁ—i—

luego ambos potenciales difieren en una funcién arbitraria
del tiempo C (t). Integrando la ecuacién de Bernoulli con
la condicion inicial ¢==Fk para t=0, correspondiente

_) .
al =0, se tiene

o= |

y como se trata de un potencial, podemos prescindir de estos
dos altimos sumandos que no dependan de x, v, 2, obtenien-
do para o la expresion indicada en el enunciado.

-

s 1 £
(U—g‘h—-—z-V":)r/!hE— [ C(;‘)r/!—}—r(’;

e 0

En particular, si el fliido es incompresible y no hay
fuerzas de masa, es decir, si U y ¢ son constantes, resulta:

.
: l Vid ¢

0

1. 1
B T‘ /Jd!—-z-

g
L] =

. »
. . . . grad (U — ¢)d { = grad
y aparece el potencial cambiado de signo como el impulso jn = . _Jo
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de la presion dividida por la densidad, mds el semi-impulsc
de V2,

Escolio—Notese que no puede prescindirse del tltimo

término
1 f #
—_— tdy
2 1]

por no ser %, ni por consiguiente su integral, funcién de ¢
solamente.

—
Integrando la ecuacién [5] con la condicion inicial ¥ = 0
para t = 0, tendremos

r > e,

2} G ‘ grad (U —g) d ¢

di Jo [is]

—>
;_{I‘ﬂd o = V =
0

‘4

AT

= ) rs

77 2 lo la

go de una trayectoria ¢, para que su derivada sea precisa-
_)

LV ) 7
mente %g"‘ ; pero entonces la integral de la funcion de ¢:

si esta integral se forma con los valores de

grad (U — ¢)

a lo largo de ¢, no es el gradiente de la integral, es decir,
no es

rhy

¢
f grad (U — ¢) d ¢ = grad ’
0 0

ni, por tamnto,

(U—g)dt,

2,
grad o = gradJ
0

que nos darfa ¢ sin el término en /2. Basta observar, en
efecto, que las derivaciones parciales del operador de gra-
diente aplicadas a la intogral, dan, cuando las variables x,
y, & del integrando estin ligadas, como en este caso, con el
limite de t de integracion por las ecuaciones

(U—g)d i,

) y=y(0 s=3

()

de la trayecteria, ademids de la integral del gradiente, otros
términos que efectivaments derivan del potencial

'

S0

Vidi.

Sin necesidad de calcular éstos por la regla clisica, de du-
dosa aplicacion aqui por exigir la existencia de la funcién
inversa de aquéllas:

r=ux( v=1( s=23(!)
correspondiente a la variable de la derivacién, podemos
comprobar facilmente que es

'3

(U—¢)d ¢ — grad ‘ —1-

g
2]' ¢
0

L
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pucs la diferencia de] segundo miembro, en virtud del teo-
rema de Bernoulli, vale

i
grad'J f)] dit=grad [z — & —f
0

por ser nulo el gradiente de estos dos ltimos términos, in-
dependientes de x, y, 2, diferencia que efectivamente coin-
cide con el primero, segtin [6 bis].

—
(3!:[

Esta es la explicacion de que en la obra de Clemens
Schaefer, Einfitrung in die Theoretische Physik, 3 Aufla-
ge 1929 bis 803, dende se considera el caso particular de
un fluido incompresible sin fuerzas de masa, se obtenga la
expresion de ¢ sin el término en /%, lapsus reconocido por
el autor, a quien indirectamente fué comunicado nuestro
resultado per el Exemo. Sr. D. Julio Palacios.

4. SOBRE LA NOCION DE DENSIDAD DE UN FLUIDO.

Hay numerosas cuestiones de Mecanica de fliaidos, Teo-
ria electromagnética, Mecanica cuantica, etc,, donde la no-
cion fisica no viene exactamente expresada por la defini-
cion matematica de limite ordinario, aun extendido a las fun-
ciones de recinto, por exigir éste la divisibilidad indefinida
de la materia o energia, y si, en cambio, por el concepto
mas amplio y flexible de limite dirigide, que expuso el jo-
ven matematico Garret Birkhoff en el Congreso Interna-
cional de Oslo (1), y que aqui vamos a resumir brevemente
para su aplicac.on a la nocién de densidad de un flido, que
es uno de los ejemplos mas tipicos donde aparece la nece-
sidad de recurrir a €l para resolver las dificultades sefala-
das primeramente por Prandtl en su magnifica obra Hidro
und Aerodynamik (tomo I, pag. 6), y mds recientemente por
Fuchs en su moderna Aerodynamik (capitulo II, parra-
fo primero).

Iniciamos asi las aplicaciones fisicas de esta nocion, que
tan fecundas las ha tenido desde el Analisis elemental, en
la nocién de integral (2), hasta las mas diversas cuestiones
de Topologia y Teoria de conjuntos abstractcs.

Recordemns que un conjunto se dice ordenado cuando
se da un criterio cualquiera de prioridad que permite reco-
necer para cada par de elementos M y N, si M es anterior
a N, es decir, N posterior a M, o es N anterior a M. Este
criterio puede ser cualquiera, pero ha de tener la propiedad
transitiva, a saber: si M es anterior a N y N anterior a P,
es M anterior a P (3).

Cuando sodlo se pueden determinar los elementos poste-
riores o sucesivos a cada uno, M, sin que necesariamente
entre cada dos elementos tenga que ser uno posterior al otro,
el conjunto se dice semiordenado, y un conjunto semiorde-
nado se llama dirigido cuando dos elementos cualesquiera, M
y N, tienen un sucesivo o posterior comiin P.

El ejemplo mds tipico de conjunto semiordenado, y no

(1) Véase Comptes rendus du Congrés International des
Mathémaliciens, Oslo, 1936, t. 11, pag. 152.

(2) Véase J. Rey Pastor: Elementos de lu leoria de lus
funciones reales, Madrid, 1943.

R, San Juan: Lecciones de andlisis maiemdtico, segundo
curso; Madrid, 1941,

(8) Véase J, Rey Pastor:
cion, nam. 3.

Andlisis algebraico, cuarta edi-
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ordenado, tinico que creemos oportuno traer aqui (1), es el
formado por las particiones o divisiones de un intervalo me-
diante puntcs interiores, empleadas, como es sabido, en la
definicion de integral, llamando posteriores a una particién
a las obtenidas por descomposicion de sus intervalos me-
diante nuevos puntos de subdivision. Entre dos particiones,
puede no ser ninguna posterior a la otra si cada una con-
tiene puntos de division que no figuran en esta otra; pero
existe siempre una tercera posterior a ambas, obtenida con
los puntos de divisién de las dos.

Los conjuntos coordinables con un conjunto dirigido
son, evidentemente, conjuntos dirigidos.

E] limite de un conjunto dirigido puede definirse como
sigue, cuando sus elementos son niimeros o conjuntos de
nimeros, o mas general, de entes cualesquiera entre los
que se puedan definir sus entornos; esto es, subconjun-
tos tales que dos puntos distintos cualesquiera tengan sen-
dos entornos sin parte comun, dos entornos de un mismo
punto tengan otro contenide en ambos, y cada elemento de
un entorno admita otro contenido en éste (2).

Se dice que ! es el limite de un conjunto dirigido cuan-
do a cada entorno de / corresponde un elemento M del con-
junto tal que todos los posteriores a él quedan contenidos
en el entorno.

El linute dirigido es iinico, pues si hubiese dos, I £/,
elegidos sendos entornos sin parte comin, corresponderia a
cada uno un elemento M y N del conjunto, tales que las
posteriores a M o N, respectivamente, quedarian dentro de
cada entorno; pero si es P el sucesor comtn a M y N, los
1)Oste110res a P, como posteriores a M por la prop:edad
transitiva, deb1eran quedar en el primer entorno, y simul-
tdneamente en el segundo, puesto que son también posterio-
res a N. Llagamos, pues, a una contradiccion.

En esta nocion estan incluidos todos los limites estudiados
en el Analisis matemdtico. Evidentemente, ¢l limite aritméti-
co de una sucesion. La notacion x— x, significa que x, es el
limite del conjunto dir'gido obtenido llamando posteriores a
cada valor de x a los que distan de x, merios que €, con ex-
clusién evidente del mismo x, para evitar la existencia de un
tltimo, El limite funcional lim f () es el limite del conjunto

x—rx

dirigido que forman los valores de f (x) ordenados con
respecto a sus antihomélogos de x, cuando éstos 4 —> %o,
esto es, estan a su vez ordenados como indicamos antes. Y
asi podriamos proseguir los ejemplos, entre los que encon-
trariamos todcs los conceptos de integral; pero creemos que
los anteriores son suficientes para facilitar la mejor inter-
pretacién de la aplicacion que nos interesa.

En Mecanica de fluidos se define, segiin es sabido, la
densidad media de un volumen fliido A v como cociente

(1) Otros pueden verse en J. Rey Pastor: Elementos de
la teoria de las funciones reales, Madrid, 1943, pag. 15; en el
libro citado de R. San Juan, pag. 324, o en el articulo original
ide Birkhoff.

(2) BEsto se expresa, como es sabido, diciendo que el con-
junto es un espacio topolégico de Hausdorft, Pero intenciona-
damente omitimos esta denominacién del texto, donde hemos
procurado, por brevedad, reducir al minimo la momenclatura,
remitiendo al lector a los libros espafioles de J. Rey Pastor:
Teoria de lus funciones reales, tercera edicién, Madrid, 1939,
pagina 37, v R. San Juan, pag. 9, en los que puede verse
la extensa bibliografia existente sobre el asunto,
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Ao
Aw
to A al limite de la densidad med.a a] tendcr a cero el vo-

lumen en torno de A:

, siendo A m su masa, y se llama densidad en un pun-

Awm
3 é}f.

Av—0

g = lim

o sea a la derivada de la funcion de recinto m =m (V'),
obtenida asignando a cada volumen su masa; lo cual s g-
nifica en defini.iva que, dado un ntimero positivo e, existe
otro 8, tamb én positivo, tal que para todos los voliimen.s
en terno de 4 menores que 8:

Ao < G, resulta I p—

Pero el proceso de subdivisién indefin’da que entrafia
la condic’'on A v — 0, expresada aritméticamente med:ante
estas desigualdades, conduciria, al ser aplicado en la mate-
ria y pros guido mas alla de los espac.cs moleculares o in-
termoleculares, a un valor nulo o no, segiin que el punto
geométrico 4 quedase en un espac o vacio o sobre una mec-
lécula; y para exclur esto habria que acotar inferiormen-
te la disminucion del volumen y enunciarla en esta forma,
ciertamente poco wlegante: a cada ntimero & <0 coires-
penden otros dos 8 >8> 0, tales que

Awm
Aw

¢ < Av < 6,

< para (7]

o

siendo & suficientemente grande para que el numero de
moléculas contenidas en todo volumen 8" en torno de 4
permita obtener un valor en media aceptabl: de Am sin
que acuse la influencia de los mov mientos bronwiancs, y
a la vez suficientemente pequ fio para que entre dentro de
la nocion de particula hidrodindmica o punto del fliido,
esto es, resulte despreciable dentro del ord n de aproxima-
cion establecidc en las cuest.ones estudiadas.

Recordando, por ej mplo, como hizo notar Prandtl, que
en un centimetro ctibico de gas a presion ord naria exis-
ten 2,3.10'"" moléculas, resulta que todavia habra 2,3.10*
en un volumen de 10—? milimetios cubiccs, que escapa, cvi-
dentemente, a todas las apreciaciones empleadas en Meca-
nica de flaidos, y bien pu de ccns derarse, por ta:ito, como
particula elemental del mismo. Solamente en casos extr ‘mcs
de enrarecimiento serd insuficiente el namero d moléculas
contenidas en volumenes de dimens ones despreciables para
obt.ner un valor en media de la masa que haga aproximar-

se

Ao
acusar en €l la influencia de d'chos movimientos molecu-
lares, apenas dignos de nctarse si no es en fenomenos de
d.fusion, frotami.nto, transmision de calor, etc.

a un limite fijo p, como indica la definicién, sin

La nocién de limite dirigido permite expresar con toda
naturalidtd y mas claramente la condic.6n anteiior median-
te esta definicion.

Densidad de un fldido en un punto 4 es el limite diri-

gido de las densidades medias de los voliimenes, que

Aom
o
envu~lven un vclumen 8 en torno de A4 suficientemente
igrande para obtener un valor en media de la masa Am
contenida en €l con independencia de los mov'mi ntos. bron-

wianos, y a la vez despreciable dentro del orden de apro-
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ximac'6n prefijado, cuando A w— &, esto es, cuandc se 1la-
man posterioies a cada volumen a los con.enidos en él y
cuando, ademds, este limite es independiente d.] vo'umen
de valor &’ en torno de A4, elegido camo nicleo comtin a los
demas.

Asi ordenados los voliimones que envuslven un ntcleo
prefijado de valor &, forman, en efecto, un conjunto diri-
gidc, porque, dados dos, existe otro poster or a ambos, que
es su interferencia o parte comun, pues también ésia cn-
vuelve evidentemente a & ; es, por consigu ente, un con-
junto dirigido el formado por las d nsidides medias de es-
tos voliimenes, y como éstas son numercs, podemos apli-
car la definicion, obteniendo vor hipdtesis un limite p in-
dependiente de] nicleo de valor & (legido en torno de 4.

Resulta asi el namero p, que cumple la cond cién ante-
ricr [7], pues quedan en su entorno d¢ amplitud & todas

- . A om A g
las densidades medias 5 de los volimenes posteriores

(esto es, interiorss) a uno d=I conjunto igual o menct que 8,
Pero, reciprocamente, de que un ntimero p sea el limite di-
r'gido ccmun de todos los conjuntos que forman los vola-
m nes en torno de cada volumen de valor &, no puede de-
ducirse que se verifique dicha condiciéon [7] si no t'en>n un
valor minimo o extremo inferior 8 > 8’ los volimenes que
ceiresponden al entorno e del limite comtn p «n cada uno
de d chos conjur.tos dirig dos, obtenidos, como hemos dicho,
p:ta los distintos nucleos o voliimenes d - valor 8 en torno
de’ punto A. Esta 1estriccion, que pudiéramos llamar conwver-
gencia uniforme de eslos infinitos conjuntos dirigidos, es,
evidentemente, inesenc al y extrafia a la nocion de densidad
en ¢l punto, y su elim'nacién constituye otra ventaja fun-
damental, aparte de las de naturalidad y sencillez ya sefa-
ladas, que presenta la definicién como limite dirigido sobre
la de forma aritmética [7].

La particula A es el lim'te dirigido, no del conjunto
formado por las particulas de los volimenes A V' — 0, que
no es dirigido si no se ordenan éstas individualment , por
ejemplo, por sus distancias a la 4 y ctro par de coordena-
das angulares; pero si lo (s de todos los conjuntos dirigi-
dos. que, como h°mos visto, forman lcs volimenes con
cada nucleo comin 8. Queda, pues, asi completada la co-
rrespondencia entre volimenes y densidad s medias, con
la nocion de densdad en cada punto, de mcdo que la den-
sidad lim‘te de densidades m dias corresponde a la particu-
la limite d'rigido de los volim®nes. o dicho brevemente, con
continuidad. Esta continuidad ha podido lograrse, gracias a
la ampliacién qu: bemos hecho de la definic n de Birkhof,
para conjuntos cuyos e'ementos son a su vez subconjuntos de
otro en el que pueden definirse entornos: continuidad que
constituye el critirio fund:mental para toda ampliacion de
una magn‘tud por paso al limite, asignando cantidades a cbje-
tos que no la tenian, como, por ejemplo, al definir la velo-
cidad en un punto, el trabajo o circulacién sobre una cur-
va. el Aujo a través de una sup rfic’e, etc., partiendo de las
velecidades medias, rabajos o flujos elementales, etc.; pero
todo esto, que expondremos detalladamente en otro lugar
y serda publicado oportunamente, nos apartaria demasiado
de nuestro objeto en este trabajo (I).

Presentado el 31 de diciembre de 1943.
(1) Véase R. San Juan: “Teoria de las magnitudes fisicas

derivadas y sus fundamentos algebraicos”. Revista de la Real
Academia de Ciencias de Madrid, 1944.



